Gehele functies van het exponentiele type by Korevaar, J.
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
zw 1948-011 
Gehele functies van het exponentiele type 
"Actuali t ei ten" 
J. Korevaar 
1948 
ZW l91i,8 ., 01 •i 
(20 A1.1i"il) 
('ioordrac.trt in de eerie "Actualite:Ltenri, te hO'ad,en op 24 April :t948, 
door J., Korev·aar) .. 
.!flllpsa,. ii Q Wae .. reohu.wingo 
2 o !nle1d1ng over Fou1•ie:r-integralen., 
3. Stellillge:a ,~,an he·t ·t;ype .Phragmun-Li:ndelo:f,, 
4o Er op loso ~ 
5,, Een etellillg van :Pol.re.~ MEriihode:a van Wiener en Lev·1.nson., 
6c Ieta over nulpun:te.n" 
Dit is geen overzioht var1 allea, wat e:r geplJ.blioeerd ·is ovtlr het 
onderwei"p,. J)at is :z.eer VtH:ll..,. Zia 'bv ~ . Carmic.hael 1934, Boas 1942 en 
de Mathema:tical Revieuwe. M1ss,;.,h1en heb ik lat1;:n: nog wel eens gelegen-
heid voor een overziohta 
Di•t z1jr.t een pe.ar g:i:•epe.r.1.., Ze '"iJ'eraobtJnen bier a.ls toepaseingen van. de 
gemengd com:pl.t;x,e .... :r;•eele method.en v·e..n de school var1 Nol"be:ttt Wie.ner" 
2o Lze Four1er-integraleno 
~ii!llail.C!ii A _µ Yd 44 4'ii.1 1 Iii 4"""4$1 ; ; lt 
Integra.len zijn Lebeief.ae-i:ntegralen,, We zeggen dat 
:f(:x) t L~ (a9-b) ala f (x) Il'H:H:d:;.la,~r 1_~ 11 t"'Jl"Wijl 
· r l·f•(x~' .,\1~.r 
.. ,J ••• -~ .... 
~ ' 
'beetae:ta In bet vervolg wo:rdt voor r~2(-~.,:~) ko:rtweg ~ g~schreven, 
Ir.1 :t2 wordt ee11 metr1ek ingevoerd d(io:r de af'atand'a.efinitie 
· .l r~ ... 2 i~,. (f ,s} = ti lt~(x) - g(x)l d~ f c; 
-~ f l\ l · n () \X'I if:l, • l..111ln11 J:.v, X., 
'fl-•• Oli> A,. 
(f• . .f~ \,'1!!',{" i1n •-,·-' 
• • ~- 1:. !i\'·?, .. J, LI),..,... "~i;: / ~ 
s telling V'lll\ Weyl {1:r.ieGz-li':lacher) $ e.la fll~ ,Lz 
f-fl' """ ' · · 0 (n,."" • .~'\lt, .",. ~ '"· .'ll !I' J.,lj\ f '"''$' IS "~~, • 
, 
dan beataa.t er een f. 1!, t 2 i¥o. da.t 
(f',fn)?0 9 (ll• °")., 
l)pmex·kir.ig,<l, :A.ls fn•t- L2(n •, 1 t 2 i, G .... ), 
t • i:~ ... M~~ ... !,, .. fn._11 g ~ lim f. 0 ~ r;r"°'"" ~:..i;.~• ,n 
tl,an is (t ,g) = 0 : (f(,x) ..., g(:x;) i~ bijna overa.l O 
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er ~e.n g( u)E ~ zo; de.t 
merkina. Ale 
h(tt) • 
·estaat, is (g,h). od 
tell va P seval.. Ale t 1 (:,;:)~ L2, t 2 (x) E t 2 , a.ls s1(u) en '2(u) d• 
o,~1,r...getre.naformeerden zijn van f 1{x) resp. f 2(x), den ie 
. - u.tio . 
. /p 81(u.)g2(u)e-11Udu • / t 11 (x)f2(y ... :,:)dxo 
-~ --iteratuur& !itobmarah 1937~ 
" l!tlr!&'9-I•ipP,el6~, ,;y9pr, .. ~1.U'loties_v:s bet, ea.920.nent.~~l! I :tm-
.Jle beaohouwen een funet:le f'(z) 1 anal.ytisob in een zioh naar .b~t OA-:·-,, ., 
indige u.11iatrek.kend gebi.ed G. La.at 
M(r) • bOVo g,:~ I f(z)I .. 
Iii• r 
SS(G 
) beet van het exponent1ele typa bf. in G111 ale 
lim sup t9.i :l!irl • t!( ,, 
"...ir. ,_ r . 
. ' , 
t(z) van het exp~ t1Pe is in G, beetaat er een A zo, dat 
f(s). • O(eAJr.l) i.n .G9 
) • Ale f(a) ane.l.Jtiac.b. is 1n de etrook~ ~ :x ~, en aldaar van het exp,, 
type, ale verder ~ 
ltt 0t. f J.7)!~ K •It<(,!+ 4H'li IC, ~ 
dan :la 9t(x + iy)1!1'.: K («S: ~_-A)., Y"./ 
(Blffl1j111 b1111~o!w t-(s)efl;\ .f) O). - _,.. ~ 
... ,. 
b) _Ale t( 11) analY,tieol'l is in, en op de rand Yan c:u,;i:i: boek met Qpen1ng ' 
· ... ·56 < fr. • en aldaar van bet e~"' tne,, al.a ve:rder 
·· · · Jt~a)l i JC op de l"t:Utd., i{Jt\i~ 1• lt(r.)l i IC in de hoeko 
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(Bew1J o: beeobou.w een hoelr e11mmrtJ1sob t. o. v. de rslle ae met opening 
I naar i·eohte en kijk naar :f'(z)e-o~ • wa.arin O) O e.n P> 1 s6, dat f·'P < g). 
~) A.lf.l :t(s) analytiech is• voor x ? O en e.ldaa.r van het type O~s 'V'erder 
· }f(iy)I ~ K, . . . )t 
4&.n is . \f (e)! ~ K, (x ?. O). ~ 
(BewiJs: bescbouw t(z)e• 2{.o> O)o Pe.a op deze tu.notie in bet eerst~ 
en in bet v1erde kwad.re.nt afzo.nderl1Jkf ) toe() W• 
vinden zo 1 dat \f(s)e ... &if< K..,(x , O), we.arin M bet grootste ie van de 
getallen Ken bet maximu; van lf(x)e~J(x ~ O). lf(x)e-i'•)kan eohter 
geen me.x:ilnu:m hebben) K, daa.r f(s)e~· dan in een n1nwendig punttt van 
het ba1fvlak x ~ 0 een ma~inn.un•zou hebben.) · 
Wl.er~1'lll¼f..• 1'1 tchmarsb 194 7... . . 
~bane e:nkele cotteaponderende stellingen voor f1.moties, die langs de 
rand "to1; ½ 1:> ebore.Q. . 
~) A.is t'(z) au.l7tisob ie:. in de strook oc ~ x 1i pen a14aa.r vanhet e~o 
type, ala verder 
f'(~+1Y) •Le• t(p +11)E ~, 
d; .. ,;;~4)t 2 .dy < Ji:r:(111 +1y)l 24y + file p +iy)l 24Y , (~ pr, ·. . 
--~- - -- -- J • 
- 1- +lt , J/)0 ~#-t) _h-((Bew1js:: t(x+iJ) • ~ ~...,___,__d;t - i;;. ·:i . ~ 
((fX< X < /l ) • ~,r -- +.lt-k-~ -()0 +L -x-,1 ' 
H1eru.11i vol.gt,; de.t er een me.etbare tunotie g(u) beataat 10: dat 
g(u)eXl.lE :L2 voor«~ x ~ p J 
~n ~ ~ 
. f(x+17) • lA,.1.m,:, ~J ... s(u)e(x+iY)'l.l4u (~ ~ x ~ f!i)") 
t -> °' ..cu, -:.A ! ) Ale· t( z) ~naqtiscb ifJ voor x ~ O en eJ.daar van .bet type O, ale verde1:· 
/Jo . f(:1¥)E' ~· ~ 
411D :ie · ..!, I~ (x+iy )I 2dy ~ /I i'( 1¥) I 2d;r ., ( x ? O). ~ 
' -- ' (.·:Se.wij. au J_ / .. " ~ · O '/ 
. t(x+11') • .... 111' . ,l;t,, /· .,, 
(x> o) ~· . . -• 1, -~·l)' : .,-, /2 
H1el"'U.it volgt, dt4.t _ er een functie s(u.) E ¾ betetaat ~o, dat 1/ 
. . t(x+~). • l:!•!•iG-,!t<u)e(~if)'¼u (:i: ~ O),) 
~;t;~Jr!l•= P~eJ en l'~e?le-r l934~ 
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4. n,Rresentatiee. Een gehele funotie t(Z) van bet e:x:ponentiile type 
.• M 4 •+ 'D i f 
A >O ia O(eBtilj 
vo•:>2" elk.e :B) A(maa.r voor geen B< A (ll:, O).) .. 
Voor {i\(u) > A bestaat d"WJ de Laplace-getraneformeerde 
I.lo 
g(u) • ..£ :f'(x)e•U.XdXc 
In plaata van langa de relle as kan men in een willekeurige riehting 
van O naar • integrereiu s(u) is du.a analytisob voor \ul ') .A. Men kan 
f'(z) uit g(u) vinden door 
(1) t(z) • gk £ ·ezug(u)du.,.. 
C \...~'AA~ 
waa.rin de contour C eenmaal 1n poe1tieve f;U'J(Om de oirkellul• A loopto 
Elke voor I ul )A anal.Jt1sche funotie s(u) geeft aldw, aanle141i,g tot ee:n 
~Motie f(a) van bet exp~ type(! A)o 
~-tv,-e.~uu.,: t Doetsob l 9 37 o 
W1J 1ntere~seren ona specie.al voor gehele funct1es van het expo type 
~ .. a,." 41e l&Dga ee.n bepe.ald.e reoht~ • zeg de reele ae • tot ½ beboren,., De 
zlasae van de~e funoties is identiek met de klasae der tuncties 
A 
rC2) f'(z) •• / g(u)e1fflldu, 
-A 
~aar't•ij s(u) ( ~(-A,A) o 
»e~e stelling is h1er.1ets scherper gerormuleerden bij Paler en 
Wiener 19340 Bet 21wiJ!J. gaat net ZO# 
La.at B > A. We hebben f(s) • O(ella:I). Besobouw de bulpfU.nctie 
-Bz %+4 
! .... , J f(iw)dw • F(s)., /~ >~• ~ E ~ l~ 
.... { z) 1• beg.r•:rnad op de :llrlag. as en op de positie:f' relle as• en ,·an het 
exp. tne. F( z) is dus begre.nsd v-oo:r x > O. Ui t 3 , -> vol.gt, 4a.ar .re~, 
• P( 17) tf. L2 , e 
:,(1,) • £ G(u.}em.du. > (x , O) > 
--ff&ar1n G(u) iE L2 a (De one1g., into in de z1.n van ~),, 
H1eru1t volgt .8 l J~!(w)4w • 1F(ie)eBir& • / iG(u.-B)e1eudu..) 
z --{~(z)-;. o). Ev-en~o v:tnden we 
· . .J. J'l:#'/(w)dw • ./'m(u+B)e16udu, (H(u) E Le), 
G, & ~ 
(!,): ( a) ? 0) ., HieNi:t. vol.gt I dat de· J#Q,.lrier-getranaf9r.meer4e van . )(?«. (:;') .t, ,( f(w)dw 
voor I uJ) 3 b13• overal. nul is. Dit geldt voor al.le B >A, du.I ia d.e 
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. our1er,.ge1;rs.ne:t~neeX'de v~ ( 3) voox- I ut ) A. aequ:l valent IN.1. l\l is 4.e 
, ourie:v-ge'tra:nst. ,g(u) van t(x) ¢e 1.1.m. (£• O) van 4e getranst, van 
· 3), du.a s(u),..,o, fuf > Ai A 
. · · f(x) • i."=- 1 ·s(µ)eilQ.1.4u. 
. . Yl7r iJt . 
Ale t(a) van llet .. •XJ• tne A ie, en ~e ee11 li~n tct L2 behoort, 
t(z) • e (eAIZI) •. 
· oor A) 0 vol.gt 4it uit 4e r.ep:a:otse.ntatie (.t) en de Ollg0li~lmeid van 
,, ohwm.-1 . A· A . ,. 
•· .. lf(,r;>)i~fg<,,.)J 2dut{.! .~lli(,,,)ldu]; 
• ooqt. J laai: iAla,!ll} .o c.Alzl,. L · UtCs)t · S · .. · · . 
oor A • 0 vol.gt het dii'ect · u1t (2) & dan _1e nl. f(11) 1! Oo 
. ,. 
. •ea. I .,,1~&P,a,.,.rs P,OkJo 
Au.·. bst slot van 4. vo?lden we, «at een gellele tuno:t;ie vu l'let ex.,. tn,e 
. . 
, ~ie lug1 een lijn tot L2 'beb.oon., noo4aakel13lt 11,0 :t.e. :Oit 18 ee~ 
' logcm voor ~ ve.n «e klut1ieke oteUi.r)g van !Srni,~~i..s• 41• aegt 4at 
. en J•lle1e tunotie Vat>. bet exp •. tJ'pe 0 1 d.ie. langs een l1J;n begrena,d 1e, 
ooi•e11~~ oQJ':lStaut moet ~ijn. (»ew13s1 )00))-
·~~iiiiliiilii.....,ii,iiiliilii,,~61~. All t(s) een pb.ele ~ot;ie 111 van bet tn>• o, en 
l f(»)I.~ X > (n=O,± 1,.t 2, 0 •• ) .J 
an 1• t(a) · eon co:natan;ieo 
, ,.4ff 4,eze etellu.,g z1jn vele.bewijAJi gegev~n, onder an.«e:r.e 4oor '!aohaka-
, o1 iD:4~JlJ':Pfl, '.f•&U ~P:. Tf~tl¼tl' (1934). Me:n ug t'(s) wel .U$ ond•retelleno 
: oo:r oneven :th!~) volgt ~e •.telling 4an door t(.m)/z te beacttou.wel'l.1 voor 
ill•~eur1se f(•) 4oor epl1ta1ne; in e~n_even en ~en oneven 4eelQ 
g(z) •{f(z) "" f(o)J /s2• 
-: . . 
ieJ.'YOOX" 1e · z_ f g(n) j < 00 , 
--e '\t).teiipoleren•: s(a.) '=t . 
· etc,> = .. z s<n> ~llle::.12 , 
. . . --• . 1Y (a-.a) 
n· ~e1f volgen4e b~13ael'.\ ·we, 4.iat · s(z) • .t<•>. Jl&ar 1(1) begr•a4 U op 
e relle us 
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• dul &(1') \'.tecz-ensd op de :roele ae .. Jfaa:r g(a) is van het t,po O. Yolgens 
e at ell~ Tan Bernstein :l.e du•· g( •> een OOJ18tante, 410 allee:ra nul tan 
13n. !enalotte bl1~kt du• t(s) • t(O)- · 
eat te bewijson, dat s(s) • G(z). We weten, dat 
fJ(x+17)4/•f-,7JT1•11'1),}~ .... ~ ~,-k,, 
orm .• ~-•• go)lele f'lmotie · H{a);"!'{jQ:.J-C.(.&'J COMe 'I'~ .. \4o.t, J4t,.a..,J4 
l!f£Alllll(M&1t> au,4"&>o_, 1 , tz '1~\a I 
:s tcn-.t1+.i~1 • e' .,.., o l•.,_• ~•)IJ + o ~ - , . 
. tana 1n n. ~1e'J:U:1t vol~, dat _ IA,;,1',,,..,~ '-1 .. 
. J.. \Ht(n+,j) + 1YJJ247 • O(e.Ullll) • .., :.,&~ 
1t 3.4) TOlgi; m, clat · H°'J~ ...... ~t" 
o:, 2 . .t.4lki . (~ 1 N~f .-
. 4 I l{(z+:!J'>l I 47 • 0(. ) • . uil,,/, JZJ: -~t 1-.11. • hCi'l~j> 
e_pu••• de aie11113g -.n 06:hT toe, · . ~~~---.,_~, 
£u(r.t1T)eilq47 • •--u_£_ 1r(1J')e1u.rcq;: e-ux. '/' (u.), "",• . · · 
1, de etell~ van Pl8inoherel"°'f.ts 
· • . · -!I f-t(u.) l 2e-2ux.iu • 0( eA.t\)4) o · 
:l:~ kan alleen ala ,Cu) ,..,o voor I UI >, . E. is willelteurig poai:ti~t, d:w, 
(u.) tNO" 1le.ar dan aoet B( 1)!! 01 du• 
g(a) • l(a) hot.b.w~ 
,..2 .. !Dt~I. v~, };tE?Iil-Y..9& J:.219• Leyimlon vern:ngt de Toonraarcte 
\ t(± n) l S lt ,(n • 0,1 121 • .,.)_. 
tow lt(± Zzi)I~ X >(n • 0,1 12,.0.)• 
, ~X:ia .aoet { ~l een ri~ ooaplexe setalle!l aijn, waa.rvan 4e rao4uli r n 
et te Yeel van n (o-r v-ew een conetante le.ear n) AtwijJten, b,,,ro . • , . 
I • • rn- n. o{,r;rHT J , o>o, ' . , ' 
. JJoyea4ien aoeten de r;~~e'l; o:p cte 4uur al te weinig pa voracd1illeJ11t · 
·r 1t0Jl1 QoS b 1~ tt'en voorvraa.ra.e •oal• . A:, 
:;-::f:o 
rn+1 • rn ). (n>A) o ,_...,._,,.,. ,i~t.i 
r 
monotoon dalend iJai en die •~ al19 .xio .. 
I , 
) 
0 
LB.it,,( z) snalyt1aob zijn VQor jxJ~ a, \11 ~ b, en le.at lf(x+i7)' ~ M(:it) 
in de re hthoek. · 
1Als nu o- loglog M(x) dx beataa:_t, dan ia er bij clke li°)-0 een conatante Cc 
~(M(x), o) zd'; dat 
l ?> { X•~ iy )I ~ O ~ ( ix\ ~ a·, \ y\ b-& ) o 
Het kost. nr;gal wat mooite om d1t te bewijzen .. Ik ::31 het hier niat in het al• 
1gemeen doen,maar XS2Pf, ... ~§b .&lffl.GWC WB, YIQ lUIJ..& n1., M{x) :: 1/ta:I~ ( O{) .Q>'~ 
'We soeken $en t~ct:f.8 (z) ,analytisch in en op de rand van het rood om.,, 
!J.1j_nde gebied,behalva in. z = :;1: b,rodanig,dat hf (z)\in de naar :t:b gaande 
1sttk"ls't van het geb1ed minstsns $0. sterk a.ls 1 /M{x) naar nul gaat~ terwi.jl 
J . < :z? l ~ CI ( & ) ) 0 in l xi, a, 1 YI !!: b Q> 00 
~ls M(x) • 1/tx\~ voldoet bliJkbe.a:r __ -9____ _ _ __ " ~ (g)~ Po ez::;-.r',, e. Jlt.,,., 
Nu is in het rode gebi.ed 
i ~ (z) (z)i " M(x)j9)(z)), C2, 
waarin ~ ona.i'ha.nkelijk is van ~ (zl .In de :rachtboek hcf* a, b1 ::( b-6" 
ls d.an 
,~1.\i'l.a:.ri:n w = u ·t- iv .. Daar op de integratieweg (z = :l y) 
h PN 
.;,c. , 
voor elke E. > O,is FN (w) analytisch. in de strook hd < 1Y._ 
J3I' v Als u < o, J v I< 7r, kan de integratie ... 
.-,- f 4 l -~-11111, Ji ~~!;Bl'-
weg in ( 1) met een boog naar- rech ts l«.)l'= 
den ges~ten: 
~ n-1 N +nw FN(-w)= .1:- ( ... 1) nf' (n)e J 
1'1-::.1 
Even.zo · 
Mu kunnen we zand.er beperking aannemen,da.t 
\r(:1:n.) I ~ 1 ;, (n=1,2 11 1$.,.,) .. 
.Ds.n volgt uit bovenstaande :reeksen voor F~{wh 
.i ,•;) \, -r,,, ( ) I ~ -n f uJ _,.,. fl 
i, . .:::. § 1-· N w I k ne ~ ~ ,;, 
I i.t 
Neem nu :tri Levinson!) s hulpstelling M{u.) e A/u2.wa 
(A onafhovan N)., 
~h bv~gelijk 1 nemend, 
(3) )r1<u>I , c, 
Hieri11 is C onafhankelijk van N .. Uit (2) en (3) volgt 
h-) \ Flil(u) I ~ ~ > (~ Oo < u <•>, 
(H onafhankelijk van N) ~ 
l.r.1.s11en we tenslotte 
, ~ 'Jrl~ 
de Fourier-integ1,aal ( 1) {met z=iy,w=u) op,da.n v:fmen we 1.n verband 
(4) 
-9= 
rLaat N _, .De - 'Daa:r B onaf'h. is van N' Zien we dat 
!r<11>I s 1. 
[Vit 3 .. t,) volgt nu,dat 
~r<z>l , 1, 
dus re z) is sen ct)nstatite. 
! 
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~
i.if!~~l~NJ.t;c 41 DD1wn:!i1;o van b,n1.tl1£11 1dli1l.1LJuDPt:\es YIP b1lt e&P2Dml~ 
-  
-~ ' 
~ Als f{.z) van hat exp.type t'<. <;. 7Y is 1dan wlgt uit 
rf'(n)=O (n=o,1,2,;~•n•>' dat t(g)5,0.(Het is al ~ldoende al.st{&) voor, ·. 
~ O anal.is en van ef?n of ander exp .. type,terw:ljl t(iy) = ocS'l1"'-i'):)'-' ) 
( \yl •• ) ~voor zekere d), 0) .Litera:tuur:Titcbmarsh 19'1-7. 
(~) Als t( a) geheel is, 
I :t"(_z)l < ' ( lz I ) e 1Yl.2:I ·(1+ 'yl r·2• t 
J <,.lf .. < ~i,11m &,(!') = 6 Cr • Oo ) ,terwi.jl 
' 
waarin 
~(zn) = 0 J (n=0,1,2,.B••)~ 
\zn - n I<·,, 
dan :ts f( z) 5 0 .. (Zie Boas 19'+0)-
' 
(Ja.1!1Jlf!.2D) We kunnen veel algemener · •ijen {. Zn 1 v~ nul.punten. toe la ten, 
.. 
als we de groei van f (z) in een bepa.ialde richt1ng sterk bepe:rkeru 
Als f'(z) geheel 1s en van het exp.type ot ,ale 
('j; .t, I jtv /£-JrJJ d$.. 
besta,a.t ep als' 
' ' 
'' 
... 10. Z'k' 1 948 .. 01 1 ~ 
d.an hebben de nulpunten van f'(z) zowel in x ~ O a.ls x ~ 0 een d:tchtheid 
Bidie ~ i is .. D .. W .. z .. als n1 (r) het aantal nulpunten is van t(z) 
1.net x • o, Jzl ~r,dan bestaat 
en B :! J ~ 
\z It ro 
Deze stell:t.ng van Levinson (194o) drukt uit,dat -een functie van hat 
\ . 
e:xp .. type <x, veel op sin o(. z lijkt,al$ hij :niet ta g:root is langs de 
reele as,. Zijn nulpunten liggen nl.,ool: "d1cht.bij de reele asu,en ze 
he~ben aen diclltheid in de bovenganoemde zin.Die didltheid is tenslotte 
~ ;j, > d$ dichtheid biJ sin 0( ,z,. 
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